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1 Einfiihrung und Motivation

1.1 Bezeichnungen und Definitionen

V.. .ein R-Vektorraum
%'la,b]...Menge aller stetigen Funktionen [a,b] — R

€*[a,b] ... Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen[a, b] — R

Definition 1.1 (Funktional) Sei D C V. Eine Abbildung [ : D — R, die
jedem Vektor v € D eine reelle Zahl I(v) zuordnet heifit Funktional.

Ein Beispiel: Sei V' der Vektorraum aller ¢'-Funktionen f : [a,b] — R.
Dann ist die Bogenlinge einer Kurve von a nach b gegeben durch:

I:V =R, I(f) ::/ \/l—i—f’(:zc)?dx:/ V 1+ y2de. (1)

1.2 Grundaufgabe der Variationsrechnung

Die Grundaufgabe der Variationsrechnung besteht darin aus einer Menge D
denjenigen zu finden, fiir den ein gegebenes Funktional [ : D — R (oft ein
physikalisch motiviertes Integral) minimalen oder maximalen Wert annimmt.
Wir schreiben hierfiir:

I(y) = Extr!, I(y) = Min! bzw. I(y)= Max!

Eine Moglichkeit eine Losung eines speziellen Variationsproblems zu fin-
den bietet ein nach Euler und Lagrange benanntes Verfahren, welches ei-
ne Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion liefert. (Fuler-Lagrange-
Differentialgleichung, Satz 3.2). Andere Methoden, wie das Verfahren von
Ritz verwenden einen approximativen Ansatz zur Bestimmung der Extrema-
len (Kapitel 6).

2 Anwendungen der Variationsrechnung

2.1 Brachystochrone

Den Anstofl zur Entwicklung der Variationsrechnung gab folgendes 1696 von
Johann Bernoulli (in einer Ausgabe seiner Acta Eruditorum) formulierte Pro-
blem, zu dem er selbst, sein Bruder Jakob sowie Newton, Leibniz und de
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L’Hospital innerhalb eines halben Jahres Losungen angaben.! Zwei in einer
vertikalen Ebene gegebene Punkte A und B sind durch eine Funktion (Bra-
chystochrone, griechisch: brachystos=krzest, chronos=Zeit) y = f(x) so zu
verbinden, dass ein Massenpunkt, der unter dem Einfluss der Schwerkraft
reibungslos léngs derselben herabgleitet, in kiirzester Zeit von A nach B ge-
langt. Die Anfangsgeschwindigkeit im Punkt A sei 0.

. 0 a
SelenA—(0>undB—<b).

Es gilt der Satz von der Erhaltung der Energie: £ = K+U (K=kinetische
Energie, U=potentielle Energie), woraus sich die Geschwindigkeit v ergibt:

1

imUQ =mgy = v =1/2gy.

Wir mochten nun ein Funktional fiir die Zeit ¢, die der Koérper benétigt um
vom Punkt A zum Punkt B zu gelangen, formulieren und dieses minimieren.
Dazu teilen wir den Weg von A nach B in kleine Stiicke ein, in denen die
Geschwindigkeit als konstant angenommen wird:

ASk = U(Tk) : Atk

Ask A/ 1 + yl(Tk)2A$k 1 + yl(Tk)2
Atk = = - Al‘k

o(me) V2ay(m) 29y(7k)

p p
1 1
=t~ _ Z L+y () (71)? / + ?J
— —~\ 2gy(m) 2gy

Wir miissen daher

a 1 12
:/ Y dz = Min!
0 29y

mit y(0) = 0 und y(a) = b fordern und werden spéter (3.2) zeigen, dass die
Brachystochrone eine Zykloide ist.

INihere Details zur Geschichte des Brachystochronen-Problems sowie dem Werk der
Briider Bernoulli finden sich zum Beispiel in [4].
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2.2 Kettenlinie

Eine Kette ist in ihren Endpunkten A und B befestigt und héngt nur
der Schwerkraft ausgesetzt herunter (zum Beispiel: Tragseile, elektrische
Uberlandleitungen). Gesucht ist jene Kurve y = f(z), welche die Gleichge-
wichtslage der Kette angibt. Dieses Problem wurde erstmals 1690 von Jakob
Bernoulli aufgeworfen und im Jahr darauf von dessen Bruder Johann sowie
Newton und Huygens jeweils unabhéngig von einander gelést. In moderner
Schreibweise lautet die gesuchte Funktion:

et 4 e cosh a

2a a

y:

wobei a eine Konstante ist, die von den physikalischen Parametern der Kette
abhéngt [4]. Im Folgenden ein Beispiel mit a=1.




2.3 Isoperimetrische Probleme

Isomperimetrische Probleme sind Beispiele fiir Variationsprobleme mit Ne-
benbedingung. Der Name hat seinen Ursprung in Problemen, bei denen un-
ter allen isoperimetrischen Figuren (Figuren gleichen Umfangs) diejenige mit
grofftem Fldacheninhalt zu bestimmen ist. Gesucht sind zum Beispiel:

e cine geschlossene Kurve gegebener Léange L, die eine mdoglichst grofe
Fliche einschlieBt (Kreis),

e das Dreieck, dass bei gegebenem Umfang den grofiten Inhalt hat (das
gleichseitige Dreieck).

e cine Kurve y = f(x) mit gegebener Lange L und Anfangspunkt A =

0

0

mit der z-Achse eine moglichst grofie Fléiche einschlieft. Dieses Beispiel
fithrt auf folgendes Variationsproblem:

, die in einem frei bleibenden Punkt £ der z-Achse endet und

3
F = / ydr = Mazx! (maximaler Flicheninhalt)
0

mit der Nebenbedingung

3
L= / v 1+y? (feste Linge L)
0

sowie den Randbedingungen

f(0) = f(§) =0 (Start- und Enpunkt auf der x-Achse).

e cine Kurve, die zwei Punkte A, B verbindet und bei Drehung um die
x-Achse eine minimale Rotationsfliche erzeugt Das fiihrt auf die Va-
riationsaufgabe

F:27r/ y\/ 1+ y?dr = Min!
0

3 Die Euler-Gleichung

Sei V' ein Vektorraum von Funktionen, sei D C V', sei [ : D — R eine Funk-
tion.



Wir suchen eine notwendige Bedingung fiir die Losung des Variationspro-
blems

I(y) := /m1 F(z,y(z),y (z))dx = Extr! y € D (2)

zo
mit den Randbedingungen y(z1) = y; und y(z3) = y2. Sei y* eine Losung.
Wir betrachten Funktionen in der Umgebung von y* der Art

ye =y " +ev v=uv(x)E€V]|e>0.
Sei h(e) = I(y* + ev)

b
= h(e) = / f(x,y* + ev,y" + ev')dx = Extr!

Da y* das Variationsproblems 16st, besitzt h(e) an der Stelle € = 0 ein
lokales Extremum.

d 1
= h'(0) = %I@* + €v)|e=o = lir% E[I(y* +ev) — I(y*)] = 0.
Dieses Ergebnis fithrt zu folgender Definition:

Definition 3.1 (Gateaux-Variation) Seien y,v € D derart, dass y+ev €

D fiir |e| < €.
Dann heif3t

$1(y:v) 2=tim 1[Iy + ) ~ ()] = L1y + )] o 3)

erste Variation oder Gateauz-Variation von I von y in Richtung v (vorraus-
gesetzt der Grenzwert existiert).
Analog definiert man hohere Variationen:

dTL
6"I(y;v) = 3ggl(y-+>ev)k:o (4)

Bemerkung: Fiir eine €!-Funktion f : R® — R, y,v € R" ist die
Gateaux-Variation gerade die Richtungsableitung:

0f(y;v) = 0uf(y) = grad f(y) - v (5)

Wenn die Funktion h(e) = I(y * +ev) fir € > 0 ein lokales Minimum
(Maximum) besitzt, so gilt bekanntlich

R(0) =0, K'(0)>0 (h'(0)<0)
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Wir formulieren daher folgenden Satz:

Satz 3.1 Sei y* Losung von I(y) = Extr!. Es existiere die Gateauz- Variation
von [ in y* in Richtung v. Dann gilt:

oI (y"5v) =0, (6)
Fiir die Losung y* eines Minimalproblems I(y) = Min! gilt:
0I(y*;0) =0, & (y*v) >0

Auch diese Bedingung ist im Allgemeinen nicht hinreichend. Analog muss
eine Losung y* von I(y) = Max! die Bedingung

0I(y*;0) =0, & (y*v) >0
erfiillen.
Satz 3.2 (Euler-Lagrange Differentialgleichung) Jede Losung eines

Variationsproblems der Form (2) erfiillt notwendig die Fuler-Lagrange-
Differentialgleichung:

oF , d OF no__
Fy(iayyy)—%a—y,(%y,y)—o (7)

oder ausgeschrieben
Fy — Fy’a: — Fy/yy, — Fy/y/y” = 0. (8)

Die Losungen der FEuler-Lagrange-Gleichung, die oft auch nur als Fuler-
Gleichung bezeichnet wird, heilen Extremale des Variationsproblems (2).
Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir zunéchst folgenden

Satz 3.3 (Hilfssatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Fiir alle stetigen Funktionen
g:la,b] — R sei f; f(x)g(x)dx = 0. Dann ist f = 0.

Beweis: Angenommen f ist an einer Stelle zy von 0 verschieden, etwa
f(zo) > 0. Wegen der Stetigkeit gilt: 3 Intervall o, 8] mit zy € [«, 5] und
f(z) > O0Vz € [a, f]. Sei g(z) = 0 fiir |[z—x0| > 6 und g(z) > 0 fiir |[z—x0| < 0.

b 8
[ g = [ s >0 m
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Beweis (Euler-Gleichung): Mit Satz (3.1) muss gelten:
0=10(y";9)
1
— e | Pl ) cate

N /a:o1 %F<l‘,ye( )’yﬁ( ))|6:0d$
- /I (Fy(z,y" y™)g(x) + Fi(z,y",y™)g () dx

— [ By g@dn [ Fay )@

xo zo
x1 ) o d
= / (Fy(@,y",y" )g(@)de + g(x) Fy |7 — / g(x) = Fydu
x?ﬂl , T d o
o xo T

d .
—Fy(z,y"y")] - g(x)da

- [(Fy(x,y*,y*/)— dr

Aus Satz (3.3) folgt dann, dass F(z,y", y*) — L F,(z,y*,y") =0 M

Beispiel 3.1 Als erstes Beispiel fiir die Anwendung der FEuler-Gleichung

wollen wir fiir zwei Punkte der Ebene ( zo ) und ( zl die kiirzeste Ver-
0 1

bindungskurve bestimmen. Dazu miissen wir fordern, dass die Bogenldnge
minimal wird:

:/ V14 y(z)?dx = Min! y € D.
zo

Somit erhalten wir:

/

Y

F=VIHyGP F=0 F= =

Die FEuler-Gleichung lautet also:

%( 1?{;(;’)(:1:)2) -0

9



/
= A =const =c
T+ y(@)?

r c?
—V= 1—c2

Sei a =4/ li2c2 und b = const, dann folgt:
y(x) = ax +b.

Die gesuchte Kurve ist wie erwartet eine Gerade.

3.1 Sonderfille der Euler-Gleichung

Im Folgenden werden wir einfachere Bedingungen fiir ein Extremum fiir be-
stimmte Sonderfélle des Variationsproblems (2) angeben.

F ist linear in y': Das bedeutet F'(z,y,y’) ist von der Form

P(z,y) + Q(z,y) -y (9)

P und @ héngen nicht von ' ab und die Euler-Gleichung vereinfacht
sich zu P, — @, = 0. Die Losungen eines solchen Variationsproblems
miissen daher die notwendige Bedingung

erfiillen. Dabei kénnen folgende drei Fille auftreten:

1. P, = @, gilt lings einzelner Kurven. In diesem Fall sind die
entsprechenden Kurven die Kandidaten fiir ein Extremum (die
Losungen der Euler-Gleichung).

2. P, = @, gilt iiberall. Daraus folgt, dass das Integral

/ P(x,y) + Q(z,y)dy
C

wegunabhéngig ist und folglich jede Funktion ein Extremum lie-
fert.

3. P, = Q. gilt nirgends oder nur fiir einzelne Punkte. In diesem Fall
hat das Variationsproblem keine Lésung.
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F hangt nicht explizit von x ab: Wir betrachten also ein Variationspro-
blem der Form F(z,y,y’) = F(y,y'). Es gilt daher

F,=F,, =0. (11)

Weiters findet man unter Beriicksichtigung von (11)

d
L WEy) = Fle.y.y) =y (Fyy' + Fyyy" = F) - (12)
Da F' nicht von x abhéngt vereinfacht sich die Euler-Gleichung zu
Fy— Fyy' — Fyyy" = 0.

Damit folgt aus (12) als notwendige Bedingung fiir ein Extremum

d
W EY) - Flz,y,y) =0
beziehungsweise durch einmalige Integration
y'Fy(y.y) — F(z,y,y') = const. (13)

F héngt nicht explizit von y ab: F(z,y,y') = F(z,y’). Die Euler-
Gleichung lautet hier %Fé = 0 woraus

F, = const. (14)
folgt.

F héngt nicht explizit von y' ab: F(z,y,y') = F(z,y). Dann lautet die
Euler-Gleichung
Fy - 07 (15)

was bereits eine implizite Darstellung der Losung ist.

3.2 Ein Beispiel: Die Brachystochrone

In (2.1) haben wir gezeigt, dass die Brachystochrone die Losung des Variati-
onsproblems
a 1 /2
T = / ) dr = Min!
0 29y
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ist. Da T nicht explizit von z abhéngt, verwenden wir die modifizierte Euler-

. .. 2
Gleichung (13) fiir L = ,/%:
! 1+ yIZ

y
/ /
yLy—L=y -

! V21 +y?) V29

B y/2 _ (1 + y/2)

V29y(1 +y?)

—1
- V2gy(1+ y?)

= const =: C

1
20y(1+y%) = =

02
1 12 —
B 1
49C?
=:2p0
Nun substituieren wir .
"= cot = 16
= cot & (16)
t 1
=1+y?=1+cot’ - = ——
2 sin” 5
2 t
= Yy = rila = 2QSil’12 5 = Q(l — COSt)
Differentiation fithrt auf: "
I inf—
Yy = osin T
Durch Vergleich mit (16) erhalten wir
- dt ¢ t
sint— = cot —
e dx 2
dx sint
- — o(1 — cost
dt Qcot% o1 — cost)

und durch Integration schlieSlich:

x = o(t —sint) + C}.

12



Die Losung ist also eine Zykloide:
x = po(t —sint) + Cy

y = o(1 — cost).

Die Konstanten (7 und p, miissen an Hand der Randbedingungen be-
stimmt werden. Fiir ¢ = 0 folgt y = o(1 — cos0) = 0. Damit die Zykloide
durch den Nullpunkt geht, muss auch x = (0 — sin0) + C; = 0 sein, woraus
C1 = 0 folgt.

Fiir den zweiten Parameter ist folgendes Gleichungssystem zu lésen:

o(t —sint) =a

o(1 —cost) =10
= a(l — cost) = b(t —sint)

Die Losung kann nicht in geschlossener Form angegeben werden und ist in
der Praxis ndherungsweise zu bestimmen (etwa mit dem Newton-Verfahren).

4 Randbedingungen, Transversalititsbedingung

4.1 Die natiirlichen Randbedingungen

Wir betrachten weiterhin Variationsprobleme der Form (2):

I(y) := /Il F(x,y(x),y (z))dx = Extr!, (17)

Zo

mit y(xg) = yo nun aber mit y(z;) =beliebig, das heifit y ist am linken Rand
festgelegt und am rechten Rand frei. Eine Losung dieses Variationsproblems
muss neben der Euler-Gleichung die natiirliche Randbedingung am rechten
Rand erfiillen:

Fy(any (1), y" (1) = 0 (18)

Vollig analog gilt fiir freien linken Rand (y(xo) =beliebig und y(x;) = y1)
die natiirliche Randbedingung am linken Rand

’

Fy(@o,y"(0),y" (x0)) = 0 (19)

Sind beide Grenzen frei, miissen (18) und (19) erfiillt sein.
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4.2 Die Transversalititsbedingung

Als néchsten Schritt lassen wird den Randpunkt auch in z-Richtung variieren
und schreiben vor, dass er auf einer vorgegebenen Kurve y = f(x) liegen soll.
Sei der linke Rand fest y(xo) = yo und y(z1) = y(b) = f(b) mit unbekanntem
x1 = b. Wir erhalten folgendes Variationsproblem:

I(y) = /m F(x,y(x),y'(x))de = Extrl, y(zo) =y, y(b) = f(b). (20)

Eine Losung dieses Variationsproblems muss neben der Euler-Gleichung auch
die Transversalitdtsbedingung erfiillen:

F
f/ _ y*’

Fy + —0 (21)

4.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen

Gesucht sind alle Losungen eines Variationsproblems, die neben I(v) = Extr!
auch eine Nebenbedingung K(v) = c erfiillen. Sei also K : V' 2 S — R ein
Funktional. Dann wird N.:=v € V : K(v) = ¢ € R als Niveaumenge von K
bezeichnet. Sei I : VO D — R ein weiteres Funktional. Im Gegensatz zu
den vorherigen Betrachtungen beschéftigen wir uns nun mit dem Variations-
problem

I(v) = Extr! ve DNN.. (22)

Mit Hilfe der Langrange-Multiplikatorregel lidsst sich folgende notwendige
Bedingung fiir eine Extremale y* herleiten:

S (y*;v) + MK (y*;v) = 0. (23)

4.4 Beispiele

Als Beispiel fiir ein Variationsproblem mit Nebenbedingung wollen wir fol-
gendes isoperimetrische Problem l6sen: Gesucht ist jene Kurve y der Lénge

L durch die Punkte A = 8 und B = ( 8 ), welche mit der z-Achse

eine moglichst grofle Flidche einschliefit.
Wir miissen daher fordern:

b
I —/ y(x)dx = Maxzx!
0
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mit der Nebenbedingung

b
L:/ vV 1+ y?dx
0

und den Randbedingungen y(0) = y(b) = 0. Wir 16sen das Problem mit Hilfe
der Lagrange-Multiplikation:

b
L—/ V14 y?de =0
0
Damit folgt das Variationsproblem:
b b
J—/ ydm—i-/\(L—/ V14 y?dz)
0 0
b
:/m@—AVTI@%m+AL
0
b
AL
:/ (y—)\ 1—|—y’2+7)dx
0

= Mazx!

Wir bestimmen fiir F(z,y,y') =y — Ay/1+ y? + 2L die Euler-Gleichung.

@—%Q:O

B
N

4 N
&
-\
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r+k, x4k,
otk
y = ——2——  (nachrechnen!)
e
otk
y:/ A dx + ¢
E

Mit [ —2L—dz = xv/1 — 22 folgt dann weiter (man substituiere y = £££):

1-y2
k
y=2/1- (52 +e

Damit ergibt sich die Losung:

<x —)i\_ k;)2 + (%)2 =1 (= Kreis)

5 Verallgemeinerungen

In den bisherigen Kapiteln haben wir lediglich Variationsprobleme der Form
(2) behandelt. In diesem Abschnitt werden einige Erweiterungen angegeben:

5.1 Variationsprobleme mit héheren Ableitungen

Gegeben sei folgendes Variationsproblem

I(y) = / F(x,y(x),y (), ...,y (x))dx = Extr!

In diesem Fall lautet die Fuler-Gleichung:

d P L
Fy — —Fy/ + —Fy//... —+ (—1) %

dz dz? Fyor = 0.

16



Wir werden die Anwendung dieser Gleichung im Folgenden an Hand eines
physikalisches Beispiel demonstrieren.
Beispiel [Balkenbiegung)?

Wir wollen die Auslenkung eines bei 0 und 1 eingespannten Balkens mit
Streckenlast ¢(x) ermitteln. Sei E1(x) die Biegefestigkeit. Die Kriimmung der
Biegelinie wird durch y” angenéhert. Dann betrégt die Forménderungsarbeit

W - [ bm(:c)y"@)? + y(@)g(a)) da.

Gleichgewicht tritt bei W (y) = Min! ein. Dieses Variationsproblem fiihrt auf
die Differentialgleichung der Balkenbiegung

(EI(2)y")" + q(z) = 0.

5.2 Variationsprobleme mit mehreren Variablen

5.2.1 Variationsprobleme in der Ebene
I(w) = // F(z,y,w(z,y), wy(x,y), wy(x,y))dedy = Extr!
D

In diesem Fall lautet die Euler-Gleichung

0 0

Fy——F,, — —F,,
or Y Oy °

Ein Beispiel fiir ein solches Variationsproblem ist die schwingende Saite?.

5.2.2 Variationsprobleme im Raum
I(w) = /// F(z,y,w(z,y), wy(z,y), wy(x,y),w.(x,y))drdydz = Extr!
D

Analog zur Ebene lautet die Fuler-Gleichung

9, 0 0

Fy— - Fuy— = Fop. — =
or ¢V Oy ° 0Oy

Fy

z

Ein Anwendungsbeispiel stellt hier die schwingende Membran dar.

2Vgl. [3], S. 424
3Vgl. [3], S. 433
1Vgl. [3], S. 435
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6 Direkte Methoden der Variationsrechnung

Da sich die Differentialgleichungen eines Variationsproblems nur in Ausnah-
meféllen einfach integrieren lassen, werden fiir praktische Anwendungen der
Variationsrechnung meist andere Losungsmethoden verwendet. Die Idee hin-
ter den direkten Methoden besteht darin ein Funktional I(f(x)) als eine
Funktion in unendlich vielen Unbekannten aufzufassen. Die Vergleichsfunk-
tionen lassen sich unter gewissen Vorraussetzungen als unendliche Reihen
anschreiben:

f(z) = Z anpn(r) mit gegebenen Funktionen ¢, (24)

=1

Die Funktion f(z) ist durch die Koeffizienten aq, as ... vollstdndig festgelegt,
daher hangt auch der Wert des Funktionals /( f) nur von diesen Koeffizienten
ab und kann daher als Funktion in unendlich vielen Variablen betrachtet wer-
den. Indem man zunéchst nur endlich viele Variablen betrachtet, kann man in
vielen Féllen durch Grenziibergang zu einer Losung des Variationsproblems
kommen.

Eine erste direkte Methode, die lange Zeit in Vergessenheit geriet, stammt
bereits von Leonhard Euler und ist heute als Eulersches Differenzenverfahren
bekannt. In jiingerer Zeit wurden direkte Verfahren der Variationsrechnung
vor allem von russischen Mathematikern entwickelt und verbessert, z.B. Boris
Galerkin (1871-1945), Leonid W. Kantorowitsch (1912-1986). Wir werden im
Folgenden lediglich ein nach dem schweizer Mathematiker Walter Ritz (1878-
1909) benanntes Verfahren betrachten.

6.1 Methode von Ritz

Beim Verfahren von Ritz beschréankt man sich auf Vergleichsfunktionen der
Form

Yn = ZaiWi(x) (25)

mit konstanten Koeffizienten «; der ersten n Funktionen einer Funktionen-
folge W;(z). Das Funktional I(f(z)) geht dann langs der y,, in eine Funktion
o(aq, ..., qp) iber. Die a, miissen nun so bestimmt werden, dass ¢ zum

Extremum wird:
Op B
8041- N

0, i=12...,n

18



Falls die Folge y, konvergiert erhalten wir mittels Grenziibergang n — oo
die Grenzfunktion

Yn = ZO(ZWZ(:C))
=1

die unter gewissen Vorraussetzungen die exakte Losung des Variationspro-
blems darstellt. Fiithrt man den Grenziibergang nicht durch, erhélt man eine
Néherungslosung.

Die Funktionen y,, miissen zuléssige Vergleichsfunktionen des Variations-
problems sein, das heifit sie miissen neben allgemeinen Vorraussetzungen
wie Stetigkeit und Glattheit auch die Randbedingungen erfiillen. Dies erfiillt
man am einfachsten, indem man die Funktionen W; so wahlt, dass jede fiir
sich die Randebdingungen erfiillt. Seien die Randbedingungen zum Beispiel
y(xo) = y(z1) = 0, dann kénnen wir etwa

W; = (z — xo)(z — x1)p;(x) mit beliebigen stetigen Funktionen ¢;(x)
oder auch

T1 — o

wahlen. Sind die Randbedingungen nicht homogen

y(zo) =yo y(z1) =y1 mit yo # 0 oder y; # 0

kann man folgenden Ansatz wéhlen:
Yn = Z CV'LVVZ(Z') + WO(x)v
i=1

wobei Wy(xg) = yo und Wy (z1) = y; gilt und die iibrigen W; die homogenen
Randbedingungen erfiillen. Fiir W, wihlen wir zum Beispiel

i —y
Wo(z) = ﬁ(ﬂf — 0) + Yo-

Da der Erfolg des Verfahrens von Ritz sehr stark von den Funktionen W;
abhéngt, ist es wichtig diese giinstig zu wihlen.

6.1.1 Ein Beispiel

Gesucht sei das Minimum des Funktionals

I(y) = /_1 %y’(acf + 3y(z) sin mxdz (26)
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unter den Randbedingungen y(—1) = 0 und y(1) = 2. Wir wenden zunéchst
das Verfahren von Ritz an. Wir wéhlen

Wi=1l+x Wo=1-2* Wy=uz(l-2°). (27)
Somit erhalten wir unsere Ndherungsfunktion
o(ar, ) == (1 +2) +ay (1 — 2%) + apz(1 — 22).

Setzen wir nun in das gegebene Funktional ein, erhalten wir

6 4 4 36
Ip)=1+—+ -7+ -2 + —a.
T 3 5 3
Die Bedingungen
d¢
=0, 1=1,2
aal ) 1 Y
liefern die Werte
0 « 15
o) = =——.
1 2 573
Wir erhalten also folgende Néherungslosung
45
o1 =14z— ﬁx(l — ).

Zum Vergleich wollen wir das Verfahren ein zweites Mal anwenden und
wéhlen -
Wi =1+4+sin 5 Wy =sinme Wi =sin 27z (28)

Nach analoger Rechnung erhalten wir

1+ s ™ 9+ 21 . n 1 . 5
= sin —x — sin rx + —— sin 27x.
Y2 2 372 157

Wenden wir auf unsere Néherungslosungen das Funktional (26) an erhalten
wir:

I(p1) =2,48859... I(py) =2,45650. ...

Dieses Beispiel lésst sich auch mit Hilfe der Euler-Gleichung 16sen, wodurch

wir eine einfache Moglichkeit haben die Genauigkeit der Ndherungen zu be-
stimmen. Mit F(z,y,y') = 3y/'(2)* 4+ 3y(z) sin 7wz erhalten wir aus (8)
3sinr —y" =0

und durch zweimaliges Integrieren
Yy =—=sinmTr + c1x + co

T2
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mit den Integrationskonstanten c; und c¢y. Diese bestimmen wir mit Hilfe
der Nebenbedingungen y(—1) = 0 und y(1) = 2. Man erhélt folgendes Glei-
chungssystem

—01+62:0 C1+02:2

und schlieBlich die exakte Losung des Variationsproblems:
3 .
y(r) =1+2x— —sinTr und
T

I(y) = 2,45391 .. .,

woraus man auch sieht, dass der Ansatz (28) in diesem Fall das bessere
Ergebnis liefert.
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